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1 Va´rosligeti ko¨r e´s sokszo¨gek
A to¨rte´net 1932 o˝sze´re nyu´lik vissza. Pesti egyetemista´k egy kis ko¨re – ko¨ztu¨k Erdo˝s
Pa´l, Gru¨nwald (ke´so˝bb Gallai) Tibor, Klein Eszter, Szekeres Gyo¨rgy e´s Tura´n Pa´l –
ekkoriban, fo˝ke´nt he´tve´geken rendszeresen o¨sszegyu˝lt a Va´rosligetben. Az Anonymus-
szoborna´l tala´lkoztak, irodalomro´l, zene´ro˝l, politika´ro´l besze´lgettek, mu´ltro´l e´s jo¨vo˝ro˝l,
a´lmaikro´l e´s csalo´da´saikro´l. E´s me´g valamiro˝l, ami szenvede´lyesen foglalkoztatta o˝ket:
a matematika´ro´l. Tulajdonke´pp ma´r ismeretse´gu¨ket is a matematika´nak ko¨szo¨nhette´k.
Gimnazistake´nt mindannyian a Ko¨ze´piskolai Matematikai e´s Fizikai Lapok lelkes fe-
ladatmegoldo´i voltak. Fe´nyke´pen ma´r kora´bban la´tta´k egyma´st a legeredme´nyesebb
dia´kok arcke´pcsarnoka´ban, melyet a lap e´venke´nt megjelentetett. Az egyetem pad-
jaiban e´s a Va´rosliget hatalmas plata´njai alatt ezek a kapcsolatok azta´n e´letreszo´lo´
bara´tsa´gga´ e´rlelo˝dtek.
Egyik tala´lkozo´jukra Klein Eszter egy e´rdekes kis feladattal e´rkezett. E´szrevette,
hogy aka´rhogy veszu¨nk fel o¨t pontot a s´ıkban u´gy, hogy nincs ha´rom egy egyenesen,
mindig kiva´laszthato´ ko¨zu¨lu¨k egy konvex ne´gyszo¨g ne´gy csu´csa. A bizony´ıta´s roppant
egyszeru˝. Ha a pontok konvex burka´nak legala´bb ne´gy csu´csa van, akkor ke´szen
vagyunk. Feltehetju¨k teha´t, hogy a konvex burok egy abc ha´romszo¨g, melyen belu¨l
me´g ke´t tova´bbi pont van: d e´s e. A de egyenes szu¨kse´gke´ppen elkeru¨li az abc
ha´romszo¨g egyik oldala´t, mondjuk az ab szakaszt. Ekkor az a, b, d, e pontok nyilva´n
egy konvex ne´gyszo¨get fesz´ıtenek (ld. 1. a´bra).
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1. a´bra: O¨t pont mindig meghata´roz egy konvex ne´gyszo¨get.
A feladat mindnya´juknak tetszett. A re´sztvevo˝k visszaemle´keze´sei szerint a ta´r-
sasa´g fe´rfi tagjainak e´rdeklo˝de´se´t ku¨lo¨n fokozta az a ko¨ru¨lme´ny, hogy a ke´rde´s egy
ho¨lgyto˝l sza´rmazott [26]. A proble´ma´t azonnal a´ltala´nos´ıtotta´k.
Egy s´ıkbeli P ponthalmazt a´ltala´nos helyzetu˝nek mondunk, ha nincs ha´rom e-
leme egy egyenesen. P konvex helyzetben van, ha egybeesik egy konvex sokszo¨g
csu´cshalmaza´val. Igaz-e, hogy minden m ≥ 4 terme´szetes sza´mhoz van egy ve´ges
f(m) sza´m, ami eleget tesz a ko¨vetkezo˝ felte´telnek: aka´rhogyan is veszu¨nk fel lega-
la´bb f(m) a´ltala´nos helyzetu˝ pontot a s´ıkon, mindig kiva´laszthato´ ko¨zu¨lu¨k m, amely
konvex helyzetben van? Amennyiben ilyen sza´m le´tezik, jelo¨lje f(m) a legkisebbet.
Makai Endre e´s Tura´n Pa´l hamarosan bela´tta´k, hogy f(5) le´tezik, me´ghozza´
f(5) = 9 (ld. 2. a´bra). Me´g a te´l bea´llta elo˝tt Szekeres Gyo¨rgy bu¨szke´n u´jsa´golhatta
bara´tainak, hogy minden m-re sikeru¨lt igazolnia f(m) le´teze´se´t. Erdo˝s Pa´l – Szekeres
eredeti bizony´ıta´sa´t jo´cska´n megjav´ıtva – sokkal kisebb felso˝ korla´tot adott f(m)-re.
So˝t, nemsoka´ra egy jo´ konstrukcio´t is tala´ltak, e´s azzal a roppant elega´ns sejte´ssel
a´lltak elo˝, miszerint minden m-re
f(m) = 2m−2 + 1.
Ezt a sejte´st – daca´ra annak, hogy rengeteg profi e´s amato˝r matematikus e´s komputer-
szakember pro´ba´lkozott vele – mindma´ig senkinek sem sikeru¨lt bebizony´ıtania vagy
megca´folnia. Me´g az m = 6 eset sem tiszta´zott, ba´r Peters e´s Szekeres sza´mı´to´ge´pes
kise´rletei ne´mi reme´nnyel kecsegtetnek.
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2. a´bra: Nyolc pont, amely nem hata´roz meg egy konvex o¨tszo¨get.
Erdo˝s a feladatot Happy End proble´ma´nak keresztelte el. Ne´ha´ny e´vvel ke´so˝bb
ugyanis Klein Eszter e´s Szekeres Gyo¨rgy o¨sszeha´zasodtak, e´s ma´ig boldogan e´lnek. A
ke´rde´s mindnya´juk e´lete´ben e´s matematikai munka´ssa´ga´ban kulcsszerepet ja´tszott.
2 Ramsey e´s te´tele´nek u´jrafelfedeze´se
Szekeres fent eml´ıtett bizony´ıta´sa a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´son alapult, melyro˝l hamarosan
kideru¨lt, hogy ne´ha´ny e´vvel kora´bban Frank Plumpton Ramsey ma´r felfedezte e´s
publika´lta a Londoni Matematikai Ta´rsulat Ko¨zleme´nyeiben [24].
Ramsey te´tele: Tetszo˝leges i, j e´s k ≥ i pozit´ıv ege´szekhez van egy csak to˝lu¨k fu¨ggo˝
R = R(i, j, k) sza´m, amely eleget tesz a ko¨vetkezo˝ felte´telnek: aka´rhogyan osztjuk
be egy legala´bb R-elemu˝ H halmaz o¨sszes i-elemu˝ re´szhalmaza´t j oszta´lyba, mindig
van H-nak olyan k-elemu˝ re´szhalmaza, melynek o¨sszes i-elemu˝ re´sze ugyanabba az
oszta´lyba esik.
Ebbo˝l valo´ban ko¨nnyen levezetheto˝ az
Erdo˝s-Szekeres te´tel: Minden m ≥ 4 ege´szhez van egy legkisebb f(m) sza´m, ami
eleget tesz a ko¨vetkezo˝ felte´telnek: aka´rhogyan is veszu¨nk fel legala´bb f(m) a´ltala´nos
helyzetu˝ pontot a s´ıkon, mindig kiva´laszthato´ ko¨zu¨lu¨k m, ami konvex helyzetben van.
A te´telre ke´t bizony´ıta´st is adunk.
Elso˝ bizony´ıta´s: Az m = 4 esetet a fentiekben ma´r elinte´ztu¨k, teha´t felteheto˝,
hogy m ≥ 5. Vegyu¨nk egy n ≥ R(4, 2, m) pontbo´l a´llo´ a´ltala´nos helyzetu˝ P halmazt a
s´ıkon, e´s osszuk be P o¨sszes 4-elemu˝ re´szhalmaza´t 2 oszta´lyba aszerint, hogy konvex
helyzetben vannak vagy sem. Ramsey te´tele szerint van olyan m-elemu˝ Q ⊂ P
re´szhalmaz, melynek minden ne´gyese ugyanabba az oszta´lyba esik. Klein Eszter
e´szreve´tele szerint Q-nak van legala´bb egy olyan ne´gyese, amely konvex helyzetben
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van. Ko¨vetkeze´ske´pp Q o¨sszes ne´gyese konvex helyzetben van, teha´t Q maga is konvex
helyzetben van.
Ma´sodik bizony´ıta´s (S. Johnson [16]): Vegyu¨nk n ≥ R(3, 2, m) a´ltala´nos hely-
zetu˝ pontot a s´ıkon, e´s osszuk be az a´ltaluk meghata´rozott
(
n
3
)
ha´romszo¨get 2 osz-
ta´lyba aszerint, hogy a belseju¨kben pa´ros sok pont van vagy pa´ratlan. Ramsey te´tele
e´rtelme´ben kiva´laszthato´ m pont, hogy az o¨sszes a´ltaluk meghata´rozott ha´romszo¨g u-
gyanabba az oszta´lyba esik. Ezek a pontok szu¨kse´gke´ppen konvex helyzetben vannak.
Tegyu¨k fel ugyanis, hogy van ko¨zo¨ttu¨k ne´gy pont, melyek ko¨zu¨l az egyik – nevezzu¨k
d-nek – a ma´sik ha´rom a´ltal meghata´rozott abc ha´romszo¨gbe esik. Az abc ha´romszo¨g
belseje´ben eggyel to¨bb pont van, mint az abd, bcd, acd ha´romszo¨gek belseje´ben egyu¨tt-
ve´ve. Ha teha´t az a, b, c, d pontok a´ltal meghata´rozott o¨sszes ha´romszo¨g belseje´ben
pa´ros (ill. pa´ratlan) sok pont van, akkor az abc ha´romszo¨g belseje´ben pa´ros + pa´ros
+ pa´ros + 1 = pa´ratlan sok (ill. pa´ratlan + pa´ratlan + pa´ratlan + 1 = pa´ros sok),
ami nyilva´n lehetetlen.
Ramsey a John Maynard Keynes Cambridge-i filozo´fus e´s ko¨zgazda´sz ko¨re´hez
tartozo´ fiatal kutato´k tala´n legtehetse´gesebbike volt. Sza´mos ku¨lo¨nbo¨zo˝ tudoma´nyban
alkotott maradando´t: a filozo´fia´ban, a ko¨zgazdasa´gtanban, a logika´ban e´s a mate-
matika elme´leti megalapoza´sa´ban. A fenti te´telt egyetlen tiszta´n matematikai ta´rgyu´
dolgozata´ban ko¨zo¨lte, de ennek ha´ttere´ben is az a sza´zadelo˝ legkiva´lo´bb elme´it foglal-
koztato´ ke´rde´s a´llt, hogy le´tezik-e egy a´ltala´nos elja´ra´s, mellyel minden matematikai
a´ll´ıta´s vagy formula igazsa´ga eldo¨ntheto˝. Ba´r Ramsey te´tele´nek seg´ıtse´ge´vel igazol-
hato´ volt, hogy bizonyos nagyon specia´lis forma´ju´ a´ll´ıta´sok eldo¨ntheto˝ek, hamarosan
kideru¨lt, hogy nincs “univerza´lisan jo´ algoritmus”. A szomoru´ felismere´s alapjaiban
ra´zta meg a tudoma´nyt.
Amikor Szekeres 1932-ben u´jra felfedezte Ramsey te´tele´t, Ramsey ma´r nem e´lt.
1930. janua´r 19-ike´n hu´nyt el; nem volt me´g huszonhe´t e´ves. Erdo˝s e´s Szekeres korsza-
kos jelento˝se´gu˝ dolgozata [11] nagyban hozza´ja´rult a Ramsey-te´tel ne´pszeru˝s´ıte´se´hez.
A Ramsey a´ltal tala´ltakna´l sokkal jobb, explicit korla´tokat adtak az R(i, j, k) fu¨ggve´ny
e´rte´keire, melyek nagy re´sze´t ma´ig sem sikeru¨lt jelento˝sen megjav´ıtani. A ke´rde´sko¨rbo˝l
az uto´bbi harminc e´vben Ramsey-elme´let ne´ven a kombinatorika ege´szen u´j, o¨na´llo´
fejezete no˝tt ki [13]. A Klein Eszter feladata´nak a´ltala´nos´ıta´sa´ra adott va´laszbo´l
szinte´n u´j tudoma´nya´g szu¨letett: a kombinatorikus geometria [20].
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3 Hegyek ko¨zo¨tt, vo¨lgyek ko¨zo¨tt
Elo˝szo¨r ismertetju¨k az Erdo˝s e´s Szekeres a´ltal tala´lt legjobb felso˝ korla´tot a te´telu¨kben
szereplo˝ f(m) fu¨ggve´nyre:
f(m) ≤
(
2m− 4
m− 2
)
+ 1. (1)
Ennek igazola´sa´hoz ke´t u´j fogalomra van szu¨kse´g. Ro¨gz´ıtsu¨nk a s´ıkban egy (x, y)
koordina´tarendszert, e´s tekintsu¨nk egy P = {p1, p2, . . . , pm} ponthalmazt, melynek
elemeit x-koordina´ta´ik no¨vekvo˝ sorrendje´ben soroltuk fel. P -t hegynek ill. vo¨lgynek
nevezzu¨k, ha konvex helyzetben van e´s o¨sszes pi eleme (1 < i < m) a p1pm egyenes
felett ill. alatt helyezkedik el. Jelo¨lje f(k, l) a legkisebb olyan f sza´mot, amely eleget
tesz a ko¨vetkezo˝ felte´telnek: a s´ık minden legala´bb f -elemu˝, a´ltala´nos helyzetu˝ pont-
halmaza tartalmaz vagy egy k-elemu˝ hegyet, vagy pedig egy l-elemu˝ vo¨lgyet.
3.1. Te´tel [11]: Minden k, l ≥ 3 pa´rra
f(k, l) =
(
k + l − 4
k − 2
)
+ 1.
Bizony´ıta´s: Elo˝szo¨r bela´tjuk, hogy e´rve´nyes a ko¨vetkezo˝ rekurzio´s formula:
f(k, l) ≤ f(k − 1, l) + f(k, l − 1)− 1. (2)
Tekintsu¨nk egy (f(k − 1, l) + f(k, l − 1)− 1)-elemu˝, a´ltala´nos helyzetu˝ P halmazt
a s´ıkon. Jelo¨lje Q az o¨sszes P -ben tala´lhato´ (k − 1)-elemu˝ hegy jobb ve´gpontjainak
halmaza´t. Ha |Q| ≥ f(k, l − 1), e´s Q-ban nincs k-pontu´ hegy, akkor – az indukcio´s
felteve´s szerint – Q tartalmaz egy (l−1)-pontu´ vo¨lgyet, melynek utolso´ pontja´t jelo¨lju¨k
q-val. A q pont egyideju˝leg egy (k − 1)-elemu˝ H hegy utolso´ e´s egy (l − 1)-elemu˝
V vo¨lgy elso˝ eleme. Ezek uta´n ko¨nnyu˝ elleno˝rizni, hogy vagy H kiege´sz´ıtheto˝ V
ma´sodik eleme´vel egy k-elemu˝ heggye´, vagy V kiege´sz´ıtheto˝ H utolso´elo˝tti eleme´vel
egy l-elemu˝ vo¨lggye´.
Feltehetju¨k teha´t, hogy |Q| < f(k, l− 1), vagyis |P \Q| ≥ f(k− 1, l). Mivel P \Q
– defin´ıcio´ szerint – nem tartalmaz (k − 1)-elemu˝ hegyet, ez esetben P \ Q-ban van
l-pontu´ vo¨lgy, teha´t a (2) formula most is e´rve´nyes.
Innen a 3.1. Te´tel k + l e´rte´ke´re vonatkozo´ teljes indukcio´val ko¨nnyen ado´dik.
A k = 3 ill. l = 3 esetekben az a´ll´ıta´s nyilva´nvalo´an igaz. Legyenek k, l ≥ 4 olyan
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sza´mok, melyekre az a´ll´ıta´st me´g nem bizony´ıtottuk, e´s melyekre k + l minima´lis.
Ekkor
f(k, l) ≤ f(k − 1, l) + f(k, l − 1)− 1
≤
(
k + l − 5
k − 3
)
+ 1 +
(
k + l − 5
k − 2
)
+ 1− 1 =
(
k + l − 4
k − 2
)
+ 1,
ami a bizony´ıtando´ a´ll´ıta´s egyik fele.
Ma´sre´szt tegyu¨k fel, hogy ma´r sikeru¨lt konstrua´lnunk egy olyan
(
k+l−5
k−3
)
-elemu˝
R halmazt, melyben nincs se (k − 1)-elemu˝ hegy, sem pedig l-elemu˝ vo¨lgy, tova´bba´
egy olyan
(
k+l−5
k−2
)
-elemu˝ S halmazt, melyben nincs se k-elemu˝ hegy, se (l − 1)-elemu˝
vo¨lgy. Helyezzu¨k el az R halmaz egy kongruens pe´lda´nya´t az y-tengelyto˝l balra.
Majd vegyu¨k fel az S halmaz egy pe´lda´nya´t az y-tengelyto˝l jobbra, e´s toljuk olyan
alacsonyra, hogy az R pontpa´rjait o¨sszeko¨to˝ egyenesek mindegyike S felett haladjon
el, az S pontpa´rjait o¨sszeko¨to˝ egyenesek mindegyike pedig R alatt. Vila´gos, hogy
az e ke´t halmaz egyes´ıte´seke´nt elo˝a´llo´ R ∪ S halmazban, ha egy hegy tartalmazza
R egy pontja´t, akkor S-ben legfeljebb egy pontja lehet. Hasonlo´ke´ppen, ha R ∪ S
egy vo¨lgye tartalmazza S egy pontja´t, akkor annak R-ben legfeljebb egy eleme lehet.
Teha´t R ∪ S-ben nincs se k-elemu˝ hegy, se l-elemu˝ vo¨lgy. Ma´sszo´val
f(k, l) ≥ |R ∪ S|+ 1 =
(
k + l − 4
k − 2
)
+ 1,
ami a bizony´ıtando´ a´ll´ıta´s ma´sik fele.
A 3.1. Te´telbo˝l az f(m) fu¨ggve´nyre vonatkozo´ (1) korla´t azonnal ko¨vetkezik,
hiszen f(m) ≤ f(m, m). Ezt a becsle´st to¨bb mint hatvan e´vig senkinek sem sikeru¨lt
megjav´ıtania. A ma ismert legjobb eredme´ny is – amely To´th Ge´za´to´l e´s Pavel Valtr-
to´l [27] sza´rmazik – csak mintegy fele az eredeti korla´tnak, e´s a sejtett 2m−2 + 1
e´rte´knek majdnem a ne´gyzete. A bizony´ıta´s Fan Chung e´s Ron Graham [8] azon
e´szreve´tele´n alapul, hogy a fenti gondolatmenetben az (x, y) koordina´tarendszert
tetszo˝legesen va´laszthatjuk meg.
3.2. Te´tel [27]: Minden m ≥ 3 ege´sz sza´mra
f(m) ≤
(
2m− 5
m− 3
)
+ 2.
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Bizony´ıta´s: Legyen P egy a´ltala´nos helyzetu˝ halmaz a s´ıkon, amely(
2m− 5
m− 3
)
+ 2 =
(
m + (m− 1)− 4
m− 2
)
+ 2
pontbo´l a´ll. Va´lasszunk egy olyan e egyenest, amely ugyan nem metszi P konvex
burka´t, de olyan ko¨zel halad annak egyik csu´csa´hoz, p-hez, hogy q-val jelo¨lve a p
pont e egyenesre eso˝ mero˝leges vetu¨lete´t, a pq szakaszt a P \{p} pontpa´rjait o¨sszeko¨to˝
egyenesek egyike sem metszi.
Hajtsunk ve´gre egy olyan projekt´ıv transzforma´cio´t (vagyis vet´ıte´st), ami az e
egyenest a s´ık u´n. idea´lis (“ve´gtelenben le´vo˝”) egyenese´be viszi. Ko¨nnyu˝ bela´tni,
hogy egy ilyen transzforma´cio´ P minden konvex helyzetben le´vo˝ re´szhalmaza´t konvex
helyzetu˝ halmazba viszi. Ennek ford´ıtottja is igaz: ha egy Q ⊆ P re´szhalmaz ke´pe
konvex helyzetben van, akkor ez e´rve´nyes volt Q-ra is. A pq szakasz ke´pe egy f
fe´legyenes lesz. Az a´ltala´nossa´g megszor´ıta´sa ne´lku¨l felteheto˝, hogy f egybeesik az
y-tengely pozit´ıv fele´vel. (Ld. 3. a´bra.)
p
q
e
p'
f
3. a´bra: A projekt´ıv transzforma´cio´ elo˝tt e´s uta´n.
Az elo˝zo˝ te´telbo˝l ko¨vetkezik, hogy P \ {p} ke´pe tartalmaz vagy egy m-elemu˝ H
hegyet, vagy egy (m − 1)-elemu˝ V vo¨lgyet. Az elso˝ esetben ke´szen vagyunk, hiszen
H pontjainak eredetileg egy konvex helyzetben le´vo˝ halmaz felelt meg. De a ma´sodik
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esetben sincs proble´ma, hiszen a defin´ıcio´bo´l ko¨vetkezo˝en a p pont ke´pe´vel V egy
konvex halmazza´ ege´szu¨l ki, melynek P -ben egy m-elemu˝ konvex halmaz felelt meg.
Ve´gu¨l ro¨viden va´zoljuk azt a sejtheto˝en legjobb konstrukcio´t, amely azt mutatja,
hogy f(m) ≥ 2m−2 + 1.
A 3.1. Te´tel e´rtelme´ben minden i-re (0 ≤ i ≤ m − 2) van olyan
(
m−2
i
)
-elemu˝,
a´ltala´nos helyzetu˝ Pi halmaz, amelyben nincs se (m − i)-elemu˝ hegy, se (i + 2)-
elemu˝ vo¨lgy. Az is felteheto˝, hogy a Pi pontjait o¨sszeko¨to˝ egyenesek mindegyike´nek
meredekse´ge −45 e´s +45 fok ko¨ze´ esik, ellenkezo˝ esetben a s´ıkot az y-tengely ira´nya´ban
“ellap´ıtjuk”.
Jelo¨lje pi az origo´ ko¨ru¨li egyse´gko¨r e´s az origo´n a´tmeno˝ azon fe´legyenes metsze´s-
pontja´t, amely a pozit´ıv x tengellyel 45− i
m−290 fokos szo¨get za´r be. Helyettes´ıtsu¨k
minden i-re a pi pontot a Pi halmaz egy nagyon pici pe´lda´nya´val, e´s jelo¨lje P ezen
halmazok egyes´ıte´se´t. Ekkor
|P | =
m−2∑
i=0
|Pi| =
m−2∑
i=0
(
m− 2
i
)
= 2m−2,
e´s nem nehe´z elleno˝rizni, hogy P -ben nincs n konvex helyzetben le´vo˝ pont.
4 U¨res sokszo¨gek – egy meglepete´s
Erdo˝s e´s Szekeres mindig is u´gy gondolta´k, hogy ele´g sok a´ltala´nos helyzetu˝ pont
ko¨zu¨l kiva´laszthato´ m, melyek konvex helyzetben vannak, e´s konvex burkukban nincs
tova´bbi pont. Nyomtata´sban ez a sejte´s me´gis tala´n csak 1978-ban jelent meg [9].
Ma´sszo´val u´gy ke´pzelte´k, hogy minden m-re van egy legkisebb g = g(m) sza´m, mely
eleget tesz a ko¨vetkezo˝ felte´telnek: aka´rhogyan veszu¨nk fel legala´bb g a´ltala´nos hely-
zetu˝ pontot a s´ıkon, ezek ko¨zo¨tt mindig van m, amely egy u¨res konvex m-szo¨get ha-
ta´roz meg. Sok e´vvel ezelo˝tt a Bolyai Ta´rsulat egyik konferencia´ja´n Szekeres va´zolt
is egy bizony´ıta´st erre az a´ll´ıta´sra, de hamarosan kideru¨lt, hogy a bizony´ıta´s hia´nyos.
Ennek daca´ra u´gy tu˝nt, hogy csupa´n technikai jellegu˝ nehe´zse´ggel van dolgunk: az
u¨res sokszo¨gek to¨bbnyire nagyon hosszu´ak e´s ve´konyak, eze´rt kellemetlen kezelni o˝ket.
Nyilva´nvalo´, hogy g(3) = 3, g(4) = 5, Harborth [14] pedig bela´tta, hogy g(5) =
10 (6= f(5) = 9). Nagy meglepete´sre a ke´rde´s negat´ıv ira´nyban do˝lt el: Horton [15]
1983-ban egy viszonylag egyszeru˝ konstrukcio´ seg´ıtse´ge´vel megmutatta, hogy g(7)
nem le´tezik!
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4.1. Te´tel [15]: Megadhato´ tetszo˝legesen sok a´ltala´nos helyzetu˝ pont a s´ıkon u´gy,
hogy ezek ko¨zu¨l semelyik 7 sem hata´roz meg u¨res konvex he´tszo¨get.
Bizony´ıta´s: Ro¨gz´ıtsu¨nk egy (x, y) mero˝leges koordina´tarendszert a s´ıkban, e´s jelo¨lju¨k
Q1-gyel a (0, 0) e´s (1, 0) pontokbo´l a´llo´ ke´telemu˝ halmazt. A konstrukcio´ rekurz´ıv.
Tegyu¨k fel, hogy valamely i ≥ 1 ege´szre ma´r definia´ltunk egy 2i-elemu˝ Qi halmazt,
melyben ba´rmely ne´gyelemu˝ hegy alatt ill. ne´gyelemu˝ vo¨lgy fo¨lo¨tt van legala´bb egy
tova´bbi pont.
Q    2’
3
Q    
Q    3’
Q    2
4. a´bra: Q4 konstrukcio´ja.
Toljuk el a Qi halmazt egy keve´ssel jobbra e´s messzire felfele´ u´gy, hogy a keletkezo˝
Q′i halmaz eleget tegyen a ko¨vetkezo˝ felte´teleknek:
1. Qi e´s Q
′
i elemeinek x-koordina´ta´i felva´ltva ko¨vetik egyma´st,
2. a Qi pontpa´rjait o¨sszeko¨to˝ egyenesek mindegyike Q
′
i o¨sszes pontja alatt halad
el, a Q′i pontpa´rjait o¨sszeko¨to˝ egyenesek mindegyike pedig Qi pontjai felett.
Legyen Qi+1 = Qi ∪Q
′
i. (Ld. 4. a´bra.)
Be fogjuk la´tni, hogy Qi+1 eleget tesz az indukcio´s felteve´seknek (i + 1-re), vagyis
|Qi+1| = 2
i+1, e´s ba´rmely ne´gyelemu˝ hegy alatt ill. ne´gyelemu˝ vo¨lgy fo¨lo¨tt van le-
gala´bb egy tova´bbi pont. Az elso˝ a´ll´ıta´s nyilva´nvalo´.
Tekintsu¨k Qi+1 egy ne´gyelemu˝ hegye´t (ill. vo¨lgye´t). Ha ennek mind a ne´gy pontja
Qi-hez vagy mind a ne´gy pontja Q
′
i-ho¨z tartozik, akkor az indukcio´s felteve´s szerint
mindig van alatta (ill. felette) tova´bbi pont. Feltehetju¨k teha´t, hogy a ke´rde´ses
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hegy (ill. vo¨lgy) mind Qi-bo˝l, mind pedig Q
′
i-bo˝l tartalmaz legala´bb egy-egy pontot.
Vegyu¨k e´szre, hogy ekkor a ke´t ko¨ze´pso˝ elem felte´tlenu¨l Q′i-ho¨z (ill. Qi-hez) tartozik,
teha´t a fenti 1. tulajdonsa´g miatt van ko¨zo¨ttu¨k legala´bb egy tova´bbi pont, ami
szu¨kse´gszeru˝en a hegy alatt (ill. a vo¨lgy felett) helyezkedik el.
Nem nehe´z bebizony´ıtani, hogy Qi+1-ben nincs u¨res konvex he´tszo¨g. A felte´telek
szerint ugyanis egy ilyen H he´tszo¨g csu´csai ke´t o¨sszefu¨ggo˝ sorozatra bomlana´nak,
melyek ko¨zu¨l az egyik Q′i egy hegye, a ma´sik pedig Qi egy vo¨lgye. Az a´ltala´nossa´g
megszor´ıta´sa ne´lku¨l felteheto˝, hogy ezek ko¨zu¨l Qi vo¨lgye´nek legala´bb 4 eleme van.
Ekkor az indukcio´s felteve´s szerint e vo¨lgy felett Qi-nek (teha´t Qi+1-nek is) van
legala´bb egy tova´bbi pontja, ami a fenti 2. tulajdonsa´g miatt csak a H he´tszo¨g
belseje´ben lehet. Ez ellentmond annak, hogy H u¨res, vagyis a 4.1. Te´telt mara-
de´ktalanul bebizony´ıtottuk.
E´rdekes lenne eldo¨nteni, hogy le´tezik-e (ve´ges-e) az utolso´ ismeretlen e´rte´k, g(6).
Ma´sszo´val megadhato´-e tetszo˝legesen sok a´ltala´nos helyzetu˝ pont a s´ıkon u´gy, hogy
ne hata´rozzanak meg egyetlen u¨res konvex sokszo¨get sem?
Solymosi Jo´zsef [25], aki Pavel Valtr-hoz [28] hasonlo´an matematikus pa´lya´ja´t az
Erdo˝s-Szekeres te´tellel kapcsolatos feladatok vizsga´lata´val kezdte, e´s doktori disszerta´-
cio´ja´nak is re´szben ez a te´ma´ja, erre vonatkozo´an a ko¨vetkezo˝ e´rdekes ke´rde´st vetette
fel:
4.2. Proble´ma: Adott n a´ltala´nos helyzetu˝ pont a s´ıkon. Sz´ınezzu¨k ki a a´ltaluk
meghata´rozott o¨sszes szakaszt pirossal e´s ke´kkel. Igaz-e, hogy ha n ele´g nagy, akkor
mindig van olyan u¨res ha´romszo¨g, amelynek mind a ha´rom oldala ugyanolyan sz´ınu˝?
Ha erre a ke´rde´sre a va´lasz tagado´, akkor g(6) nem le´tezik. Tegyu¨k fel ugyanis,
hogy minden ele´g nagy, a´ltala´nos helyzetu˝ pontrendszer meghata´roz agy u¨res konvex
H hatszo¨get. Ha a H csu´csai ko¨zo¨tt futo´
(
6
3
)
= 15 szakaszt ke´t sz´ınnel megszinezzu¨k,
akkor mindig tala´lunk egy egysz´ınu˝ ha´romszo¨get, ami persze u¨res is (hiszen – a Ram-
sey te´telben haszna´lt jelo¨le´ssel e´lve – R(2, 2, 3) = 6).
Bialostocki, Dierker es Voxman [2] azzal az elso˝ pillanta´sra meglepo˝ o¨tlettel a´lltak
elo˝, hogy a nagy u¨res konvex sokszo¨gek le´teze´se´re vonatkozo˝ sejte´s esetleg igaz vala-
milyen “modula´ris” e´rtelemben. Hogy a ke´rde´st pontosabban megfogalmazhassuk,
szu¨kse´gu¨nk lesz egy defin´ıcio´ra. Legyen q egy pozit´ıv ege´sz sza´m, P pedig egy
a´ltala´nos helyzetu˝ halmaz. Egy Q ⊆ P re´szhalmazro´l azt mondjuk hogy mod q
u¨res konvex sokszo¨get hata´roz meg, ha konvex helyzetben van, e´s P azon elemeinek
a sza´ma, melyek Q konvex burka´nak belseje´ben vannak oszthato´ q-val (ma´ske´ppen:
egyenlo˝ 0-val mod q).
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4.3. Sejte´s [2]: Minden q ≥ 2 e´s m ≥ 3 ege´szhez van egy olyan legkisebb g = gq(m)
sza´m, amely eleget tesz a ko¨vetkezo˝ felte´telnek: aka´rhogyan veszu¨nk fel legala´bb g
a´ltala´nos helyzetu˝ pontot a s´ıkon, ezek ko¨zo¨tt mindig van m, mely egy modulo q u¨res
konvex m-szo¨get hata´roz meg.
Bialostocki e´s szerzo˝ta´rsai e´szrevette´k, hogy az m ≥ q + 2 esetben gq(m) le´teze´se
ko¨nnyen igazolhato´. I´rjuk fel m-et m = iq + 2 + j alakban, ahol i ≥ 1 e´s 0 ≤ j < q.
Azt a´ll´ıtjuk, hogy gq(m) ≤ f (R(3, q, m)), ahol f e´s R az Erdo˝s-Szekeres te´telben ill.
a Ramsey te´telben szereplo˝ fu¨ggve´nyeket jelenti (ld. a ma´sodik szakaszban).
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5. a´bra: Modulo q u¨res sokszo¨gek konstrukcio´ja.
Tekintsu¨nk n ≥ f (R(3, q, m)) a´ltala´nos helyzetu˝ pontot a s´ıkon. Az Erdo˝s-
Szekeres te´tel e´rtelme´ben mindig kiva´laszthato´ ezek ko¨zu¨l R(3, q, m) pont, amely
konvex helyzetben van. Osszuk be az ezen pontok a´ltal meghata´rozott ha´romszo¨geket
q oszta´lyba aszerint, hogy a belseju¨kben le´vo˝ pontok sza´ma q-val osztva milyen
marade´kot ad. Ramsey te´tele szerint vannak olyan p1, p2, . . . , pm pontok (az o´ra
ja´ra´sa´val ellente´tes ira´nyban sza´mozva), hogy az a´ltaluk fesz´ıtett ha´romszo¨gek min-
degyike ugyanabba az oszta´lyba esik. Jelo¨lje S azt a konvex m − j = iq + 2-szo¨get,
melynek csu´csai p1, p3, . . . , p2j+1, p2j+2, p2j+3, . . . , pm. Minden k-ra (1 ≤ k ≤ j)
vizsga´ljuk meg a p2k−1p2kp2k+1 ha´romszo¨get. Amennyiben ebben a ha´romszo¨gben
van pont, va´lasszunk a belseje´ben egy olyan p′2k pontot, melyre a p2k−1p
′
2kp2k+1
ha´romszo¨g ma´r u¨res. Ellenkezo˝ esetben legyen p′2k = p2k.(Ld. 4. a´bra.) Vila´gos,
hogy a p1, p
′
2, p3, p
′
4, . . . , p2j+1, p2j+2, . . . , pm pontok a´ltal meghata´rozott T konvex m-
szo¨g belseje´ben ugyanannyi pont van, mint S belseje´ben. Ha S tetszo˝leges pontja´bo´l
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minden a´tlo´t behu´zunk, akkor az m − j − 2 = iq ha´romszo¨gre esik sze´t. Mivel ezen
ha´romszo¨gek mindegyike mod q ugyanannyi pontot tartalmaz, az S (e´s a T ) sokszo¨g
belseje´ben le´vo˝ pontok sza´ma q-val oszthato´, amit bizony´ıtani akartunk.
A fenti gondolatmenetbo˝l csak egy nagyon gyenge, szuper-exponencia´lis felso˝ becs-
le´s nyerhet´o˝ a gq(m) fu¨ggve´ny e´rte´keire. Ke´so˝bb Yair Caro [7] egy ma´sik bizony´ıta´st
tala´lt, miszerint gq(m) ≤ C
m
q , ahol Cq egy alkalmas, q-to´l fu¨ggo˝ konstans. Mindke´t
bizony´ıta´s ero˝sen kihaszna´lta az (m ≥ q + 2) felteve´st.
Nemre´g Ka´rolyi Gyula´val e´s To´th Ge´za´val ko¨zo¨sen [17] sikeru¨lt valamit enyh´ıte-
nu¨nk ezen a felte´telen. Megmutattuk, hogy gq(m) minden olyan m-re le´tezik, ami
nagyobb, mint 5
6
q+C. (Itt C egy 50-ne´l kisebb konstans.) Egy s´ıkbeli ponthalmazro´l
azt mondjuk, hogy majdnem konvex helyzetben van, ha a´ltala´nos helyzetu˝ e´s minden
a´ltala meghata´rozott ha´romszo¨g belseje´ben legfeljebb egy pont van. A bizony´ıta´s
egyik do¨nto˝ eleme a ko¨vetkezo˝ te´tel:
4.4. Te´tel [17]: minden m ≥ 3 ege´szhez van egy legkisebb g∗ = g∗(m) sza´m, mely
eleget tesz a ko¨vetkezo˝ felte´telnek: aka´rhogyan veszu¨nk fel legala´bb g∗ majdnem konvex
helyzetben le´vo˝ pontot a s´ıkon, ezek ko¨zo¨tt mindig van m, ami egy u¨res konvex m-
szo¨get hata´roz meg.
5 Pontok helyett konvex halmazok
Bisztriczky Tibor e´s Fejes To´th Ga´bor [3],[5] ra´jo¨tt, hogy az Erdo˝s-Szekeres te´tel olyan
rendszerekre is a´ltala´nos´ıthato´, melyek pontok helyett tetszo˝leges konvex testekbo˝l
(za´rt konvex halmazokbo´l) a´llnak. Konvex testek egy rendszere´ro˝l azt mondjuk,
hogy konvex helyzetben van, ha egyik eleme sincs benne a to¨bbi egyes´ıte´se´nek konvex
burka´ban (ld. 6. a´bra).
Ahhoz, hogy kimondhassuk, hogy pa´ronke´nt diszjunkt, konvex testek minden ele´g
nagy rendszere´nek van sok konvex helyzetben le´vo˝ eleme, szu¨kse´gu¨nk van valamilyen
tova´bbi felte´telre, ami annak a pontokra vonatkozo´ tulajdonsa´gnak az a´ltala´nos´ıta´sa,
hogy nincs ha´rom kollinea´ris elem. Annak illusztra´la´sa´ra, hogy milyen felte´telre lehet
szu¨kse´g, tekintsu¨k az s1, . . . , sn szakaszokat a s´ıkban, ahol si ke´t ve´gpontja (i, i
2) e´s
(i,−i2). Nyilva´nvalo´, hogy ezek ko¨zo¨tt a szakaszok ko¨zo¨tt me´g ha´rom sincs konvex
helyzetben.
5.1. Te´tel [3]: Minden m ≥ 4 ege´szhez van egy legkisebb F = F (m) sza´m, amely
eleget tesz a ko¨vetkezo˝ felte´telnek: aka´rhogyan is veszu¨nk fel legala´bb F pa´ronke´nt disz-
junkt, konvex testet a s´ıkon u´gy, hogy ba´rmely ha´rom konvex helyzetben van, mindig
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kiva´laszthato´ ko¨zu¨lu¨k m, ami konvex helyzetben van.
Bisztriczky e´s Fejes To´th mindke´t bizony´ıta´sa a Ramsey-te´telt haszna´lta, eze´rt
az F (m) fu¨ggve´nyre csak gyenge, szuper-exponencia´lis felso˝ korla´tot szolga´ltatott. A
ma ismert legjobb becsle´st To´th Ge´za´val ko¨zo¨sen tala´ltuk.
6. a´bra: Konvex helyzetben le´vo˝ testek.
5.2. Te´tel [22]: Minden m ≥ 4 ege´sz sza´mra
F (m) ≤
(
2n− 4
n− 2
)2
+ 1.
Bizony´ıta´s: Legyen K egy legala´bb
(
2n−4
n−2
)2
+ 1 pa´ronke´nt diszjunkt, konvex testbo˝l
a´llo´ rendszer, melynek ba´rmely ha´rom eleme konvex helyzetben van. Ko¨nnyu˝ bela´tni,
hogy ekkor van egy olyan K′ ⊆ K re´szrendszer, melynek legala´bb
(
2n−4
n−2
)
+ 1 eleme
van, e´s eleget tesz a ko¨vetkezo˝ felte´telek egyike´nek:
1. K′ ba´rmely ke´t eleme elva´laszthato´ egy fu¨ggo˝leges egyenessel,
2. van egy olyan fu¨ggo˝leges egyenes, amely K′ o¨sszes eleme´t metszi.
Az 1. esetben a hegyek e´s vo¨lgyek fogalma´t ko¨nnyen kiterjeszthetju¨k pontokro´l
tetszo˝leges konvex testekre u´gy, hogy a 2.1. Te´tel bizony´ıta´sa szinte szo´ szerint
megisme´telheto˝ legyen. Azt kapjuk teha´t, hogy ekkor K′-ben van m-elemu˝ hegy
vagy vo¨lgy, aminek elemei szu¨kse´gke´ppen konvex helyzetben vannak.
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A 2. esetben az a´bra´t ce´lszeru˝ 90 fokkal elford´ıtani u´gy, hogy a K′ elemeit metszo˝
egyenes v´ızszintes legyen. Egy kis elo˝vigya´zatossa´ggal a fenti bizony´ıta´si o¨tlet most
is keresztu¨lviheto˝, de ennek re´szleteit ezu´ttal a nya´jas olvaso´ra b´ızzuk.
Ismeretes, hogy az m = 4 e´s m = 5 esetben F (m) e´rte´ke megegyezik a – pontrend-
szerekre vonatkozo´ – Erdo˝s-Szekeres te´telben szereplo˝ f(m) sza´mmal [4]. E´rdekes
lenne eldo¨nteni, hogy vajon F (m) = f(m) minden m-re.
Felmeru¨l az a ke´rde´s is, hogy az ebben a szakaszban szereplo˝ te´telekne´l fontos-e fel-
tenni, hogy a szo´banforgo´ konvex testek pa´ronke´nt diszjunktak. Valamilyen felte´telre
nyilva´n szu¨kse´g van. Amint azt a 7. a´bra mutatja, megadhato´ a s´ıkon ve´gtelen sok
konvex test (szakasz) u´gy, hogy ko¨zu¨lu¨k ba´rmely ha´rom konvex helyzetben van, de
semelyik ne´gy nem rendelkezik ezzel a tulajdonsa´ggal [23].
q
S
S
q
q
k
p
i
p
l
p
k
p
j
S
S
j
k
l
q
i
j
l
i
7. a´bra: Ba´rmely 3 szakasz konvex helyzetben van, de semelyik 4 nincs.
Ke´t belso˝ ponttal rendelkezo˝ (vagyis nem elfajulo´) s´ıkbeli konvex testro˝l azt mond-
juk, hogy keresztezik egyma´st, ha hata´raik to¨bb mint ke´t pontban metszik egyma´st.
Ha az ilyen keresztezo˝de´seket megtiltjuk, akkor a 5.1 Te´tel akkor is e´rve´nyben marad,
ha nem ko¨tju¨k ki, hogy halmazaink pa´ronke´nt diszjunktak.
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5.3. Te´tel [23]: Minden m ≥ 4 ege´szhez van egy legkisebb F ∗ = F ∗(m) sza´m, amely
eleget tesz a ko¨vetkezo˝ felte´telnek: aka´rhogyan is veszu¨nk fel legala´bb F ∗ pa´ronke´nt
nem keresztezo˝do˝, belso˝ ponttal rendelkezo˝, konvex testet a s´ıkon u´gy, hogy ba´rmely
ha´rom konvex helyzetben van, mindig kiva´laszthato´ ko¨zu¨lu¨k m, ami konvex helyzetben
van.
Megjegyezzu¨k, hogy ha a 6. a´bra´n szereplo˝ szakaszokat kisse´ “felfu´jjuk” (hogy
legyen belso˝ pontjuk), akkor ba´rmely ketto˝ hata´ra ne´gy pontban keresztezi egyma´st,
teha´t a 5.3. Te´telben szereplo˝ felte´tel nem teljesu¨l. Ha a 5.2 Te´telt nem felte´tlenu¨l
diszjunkt szakaszokra kiva´njuk a´ltala´nos´ıtani, akkor nem ele´g megko¨vetelnu¨nk, hogy
ba´rmely ha´rom szakasz konvex helyzetben legyen. To¨bbre van szu¨kse´g.
5.4. Te´tel [23]: Minden m ≥ 5 ege´szhez van egy legkisebb F ′ = F ′(m) sza´m, ami
eleget tesz a ko¨vetkezo˝ felte´telnek: aka´rhogyan is veszu¨nk fel legala´bb F ′ szakaszt a
s´ıkon u´gy, hogy ba´rmely ne´gy konvex helyzetben van, mindig kiva´laszthato´ ko¨zu¨lu¨k m,
ami konvex helyzetben van.
6 Za´ro´te´telek
Elo˝szo¨r Solymosi [25] e´s Nielsen [19] vette e´szre, ke´so˝bb Ba´ra´ny Imre e´s Valtr fogal-
mazta meg a´ltala´nosabb forma´ban azt a te´nyt, hogy egy ro¨gz´ıtett m e´rte´k mellett
minden ele´g nagy n-elemu˝ ponthalmazban az m-elemu˝ re´szhalmazok pozit´ıv sza´zale´ka
konvex helyzetben van, ra´ada´sul ezek nagy re´sze egy jo´l meghata´rozott, “kanonikus”
mo´don kaphato´ meg.
6.1. Te´tel [1]: Ba´rmely m ≥ 4 ege´szhez van egy cm > 0 sza´m, amely eleget tesz a
ko¨vetkezo˝ felte´telnek: a s´ık minden a´ltala´nos helyzetu˝, n-elemu˝ ponthalmaza´nak van m
olyan pa´ronke´nt diszjunkt bcmnc-elemu˝ re´szhalmaza, hogy mindegyikbo˝l tetszo˝legesen
kive´ve egy-egy elemet, a kapott m pont mindig konvex helyzetben van.
Felmeru¨l a ke´rde´s, hogy minimum ha´ny konvex m-szo¨get hata´roz meg n a´ltala´nos
helyzetu˝ pont a s´ıkon. A fentiek e´rtelme´ben a va´lasz nagysa´grendje vila´gos. A pon-
tos va´laszt ma´r az m = 4 esetben sem tudjuk, pedig ez ekvivalens azzal a nevezetes
proble´ma´val, hogy mike´nt kell lerajzolni a s´ıkban egy teljes n-pontu´ gra´fot egye-
nesvonalu´ e´lekkel u´gy, hogy a keresztezo˝ e´lpa´rok sza´ma a leheto˝ legkisebb legyen [10].
A ma ismert legjobb konstrukcio´ban [6] a keresztezo˝ e´lpa´rok (e´s a konvex helyzetben
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le´vo˝ pontne´gyesek) sza´ma aszimptotikusan
6467
16848
(
n
4
)
∼ 0.3838
(
n
4
)
.
Az 6.1. Te´telben szereplo˝ cm konstansra a legjobb also´ becsle´s [21]-ben tala´lhato´.
Ugyanebbo˝l a dolgozatbo´l az is kideru¨l, hogy az a´ll´ıta´s viszonylag zo¨kkeno˝mentesen
a´ltala´nos´ıthato´ konvex testekre.
6.2. Te´tel [21]: Ba´rmely m ≥ 4 ege´szhez van egy c∗m > 0 sza´m, amely eleget tesz a
ko¨vetkezo˝ felte´telnek: minden n pa´ronke´nt diszjunkt konvex testbo˝l a´llo´ halmazrend-
szernek, melynek ba´rmely ha´rom eleme konvex helyzetben van, le´tezik m olyan pa´-
ronke´nt diszjunkt bc∗mnc-elemu˝ re´szrendszere, hogy mindegyikbo˝l tetszo˝legesen kive´ve
egy-egy elemet, a kapott m test mindig konvex helyzetben van. Ra´ada´sul
c∗m = 2
−O(k2).
Nyilva´nvalo´, hogy az itt ta´rgyalt ke´rde´sek mindegyike felvetheto˝ magasabb di-
menzio´s terekben is. A d-dimenzio´s euklideszi te´r pontjainak egy P halmaza a´ltala´nos
helyzetben van, ha semelyik d + 1 eleme nincs ugyanazon a hipers´ıkon. P kon-
vex helyzetben van, ha megegyezik egy konvex polito´p csu´cshalmaza´val. Ba´rmely
m > d + 1 ege´sz sza´mra jelo¨lju¨k fd(m)-mel azt a legkisebb f sza´mot, amely eleget
tesz a ko¨vetkezo˝ felte´telnek: a d-dimenzio´s te´r minden legala´bb f a´ltala´nos helyzetu˝
pontbo´l a´llo´ halmaza´nak van m olyan eleme, ami konvex helyzetben van. Ezt a jelo¨le´st
haszna´lva az Erdo˝s-Szekeres te´telben szereplo˝ f(m) fu¨ggve´ny azonos f2(m)-mel.
Vila´gos, hogy minden a´ltala´nos helyzetu˝ d-dimenzio´s pontrendszer levet´ıtheto˝ egy
alkalmasan va´lasztott 2-dimenzio´s s´ıkra u´gy, hogy a vetu¨let a´ltala´nos helyzetu˝ legyen.
Ko¨vetkeze´ske´pp minden d-re
fd(m) ≤ f(m) ≤
(
2m− 5
m− 3
)
+ 2.
Meglepo˝ mo´don me´g az sem ismeretes, hogy f3(m) legala´bb exponencia´lisan gyor-
san no˝. A legjobb becsle´s Ka´rolyito´l e´s Valtr-to´l sza´rmazik [18], akiknek csak annyit
sikeru¨lt igazolniuk, hogy egy alkalmasan va´lasztott C > 1 konstanssal
f3(m) ≥ C
√
m.
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Ko¨szo¨netnyilva´n´ıta´s: Ez az a´ttekinte´s azon elo˝ada´som szo¨vege´t ko¨veti, melyet
1998. augusztusa´ban a montreali McGill Egyetemen tartottam Erdo˝s Pa´l Vende´g-
elo˝ado´ke´nt. Ugyanezt az anyagot – kisebb va´ltoztata´sokkal – 1999. janua´rja´ban
Sydney-ben is elo˝adtam, a Macquarie Egyetemen, Klein Eszter e´s Szekeres Gyo¨rgy
jelenle´te´ben. Ha´la´s ko¨szo¨nettel tartozom vende´gla´ta´suke´rt e´s a te´ma´val kapcsolatos
e´rdekes megjegyze´seike´rt.
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